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Ecuacion de continuidad diferencial

Ecuaciones diferenciales de flujo de fluidos

La ecuacion de continuidad diferencial

Como vimos, la expresién integral queda

//Sp(V.FI)dS—i—Oi///VpdV:O

Analizaremos ahora el balance de masa o ecuacién de
continuidad en su forma diferencial.
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Ecuacion de continuidad diferencial

Ecuacién de continuidad diferencial

Sea el volumen de control diferencial
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Ecuacion de continuidad diferencial

Ecuacién de continuidad diferencial

En este caso, los términos del balance de masa quedan como
sigue.
» Rapidez de cambio de masa dentro del VC diferencial:

)
&(prAyAz)
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Ecuacion de continuidad diferencial

Ecuacién de continuidad diferencial

En este caso, los términos del balance de masa quedan como
sigue.
» Rapidez de cambio de masa dentro del VC diferencial:

0
a(pr Ay Az)
» Flujo neto de masa que sale del VC en la direccién x:

(P Vilxonx — P Wlx) Ay Az
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Ecuacion de continuidad diferencial

Ecuacién de continuidad diferencial

En este caso, los términos del balance de masa quedan como
sigue.
» Rapidez de cambio de masa dentro del VC diferencial:

d

a(pr Ay Az)

» Flujo neto de masa que sale del VC en la direccién x:
(P Vilxrax — P Vxly) Dy Az

» Flujo neto de masa que sale del VC en la direccion y:

(p Wlyin, — P vy]y) Ax Az
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Ecuacion de continuidad diferencial

Ecuacién de continuidad diferencial

En este caso, los términos del balance de masa quedan como
sigue.
» Rapidez de cambio de masa dentro del VC diferencial:

d

a(pr Ay Az)

» Flujo neto de masa que sale del VC en la direccién x:
(P VX]X+AX - P VX]X) AyAz

» Flujo neto de masa que sale del VC en la direccion y:
(p Wlyin, — P vy]y) Ax Az

» Flujo neto de masa que sale del VC en la direccién z:

(P VZ]Z+Az - p VZ]z) AXAy
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Ecuacion de continuidad diferencial

La ecuacidon de continuidad diferencial

Sustituyendo en la ecuacién de conservacién de masa, se
llega a

(P Vxlxiax — PVxly) Ay Az + (p Wlyny — P vy]y) AxAz+
d

+(PVeloyar = PVal) BxAY +
Dividiendo por Ax Ay Az y pasando al limite.

pAXAyAz) =0
ap 0

9 vt Lot Lpu P
ax PTGy PV T 5P V2T ¢

Prof. Mariana Suarez Procesos y Maquinas Industriales II- Clase X



Ecuacion de continuidad diferencial

La ecuacidon de continuidad diferencial

Teniendo en cuenta que
o _d d d
div(pv) =Vpv = 5pvx—i—wpvy—i—gpvZ

La ecuacién de continuidad queda:

apo

VoV + — =
pv—i—at
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Ecuacion de continuidad diferencial

La ecuacidon de continuidad diferencial

Si el flujo es incompresible = p = const.
Vv=20

La ec. diferencial también puede escribirse

ap ap ap vy  dvy dVvg ap _
aX X+@Vy+EVz+p W—i_&y 82 +at—0
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Ecuacion de continuidad diferencial

La ecuacidon de continuidad diferencial

Derivada sustancial en coordenadas cartesianas

Dt  dx X a9y Y 9z % ot
Se obtiene entonces
Dp _
E‘FPV.V—O

V D% es la derivada que sigue el movimiento del fluido.
— rapidez de cambio de un fluido o flujo variable a lo largo de
la trayectoria de un elem. de fluido.
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Ecuaciones de Navier-Stokes

Algunas consideraciones acerca de la viscosidad

» La viscosidad de un fluido es una medida de su
resistencia a la deformacion.

» Su equivalente en los solidos es el modulo de elasticidad.

» Es una funcién de la temperatura, la presion y la
composicion.
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Ecuaciones de Navier-Stokes

Ley de Newton de la viscosidad

esfuerzo cortante
rapidez de deformacién cortante

‘LL:

Esta igualdad puede escribirse como sigue

. dv
Para los fluidos llamados newtonianos, la grafica T = f(Z—;) es

lineal.
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Ecuaciones de Navier-Stokes

Ley de Newton de la viscosidad

T neNE’ltlé)lrc]ji(?]nO
Fluido
Plastico no newtoniano
Esfuerzo Il
corfante

Fluido no newtoniano
Ipseudoplasticol

Velocidad de au/dy
deformacion
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Ecuaciones de Navier-Stokes

Ecuaciones de Navier-Stokes

El equilibrio total de momento lineal (teorema del momento) se

escribe
ZF://Spv(v.n)dSJr;t///vvpdv

Para el caso diferencial — ecuaciones de Navier-Stokes
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Ecuaciones de Navier-Stokes

Ecuaciones de Navier-Stokes

Teniendo en cuenta los términos:

» Suma de las fuerzas externas:
Deben considerarse: esfuerzos normales, esfuerzos
cortantes, fuerzas de cuerpo.
Eje x:

F. d d d
Y Fx . Gxx+ Tyx+ aT;x+ng

[im

Ax.AyAz—0 AX.AY.Az 09X oy

Andlogamente, se obtiene la fuerza neta en las
direcciones y y z.
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Ecuaciones de Navier-Stokes

Ecuaciones de Navier-Stokes

En cuanto a la variacion de momento en el VC,
» Flujo neto de momento a través del VC

Ax,Ay,Az—0  AX.Ay.Az

» Rapidez de cambio de momento dentro del VC

o sl Ivvedv
Ax,Ay,Az—0  AX.Ay. Az
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Ecuaciones de Navier-Stokes

Ecuaciones de Navier-Stokes

Se obtienen tres ecuaciones diferenciales para la segunda Ley

de Newton
o Vy
P <8t *

vy
P(ar*

o Vy o Vy o Vy
Vox Ty TVeg,

avy avy vy
Veox Ty Ve
vy vy oVy

ox Ty

+ V=
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Ecuaciones de Navier-Stokes

Ecuaciones de Navier-Stokes

Utilizando la derivada sustancial se obtiene:

Dvy dOxx  OdTyx  OJTx
P Dt _pgx+8x+8y+az
Dv, dTxy doyy  JdTy
th_pgeraeraeraz
Dv, dTxz 0Tz 0d0z
P b _pgz+8x+8y+8z
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Ecuaciones de Navier-Stokes

Ecuaciones de Navier-Stokes

Relaciones de Stokes para la viscosidad

Permiten extender el concepto de viscosidad dado por la Ley
de Newton a un flujo laminar tridimensional. A partir de ellas, se
obtienen expresiones para los esfuerzos cortantes y normales
en funcién de la viscosidad y las componentes de la velocidad.

» Esfuerzos cortantes

dvy  dvy
BT TGy Tax
avy Jv.
Bz = fzy:”(az”ayz)

Vs  dvy
T = e =M\t o7
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Ecuaciones de Navier-Stokes

Ecuaciones de Navier-Stokes

Relaciones de Stokes para la viscosidad (cont.)

» Esfuerzos normales

ox 3
vy 2 _

Oy = ,u<2ay—3V.v>—P
v, 2_
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Ecuaciones de Navier-Stokes

Ecuaciones de Navier-Stokes

Utilizando las relaciones de Stokes para la viscosidad, se
obtienen finalmente

Ecuaciones de Navier- Stokes

Dvy oP 9 [2 _ ov
P Dt = POx — 5% " 9x <3uV. v) + V. <u 8x> + V.(uVwy)

Dv, oP 9 (2 _ _ v
Ppr = pgy — 3y a3y <uV. v) + V. (u 8y> +V.(uVvy)

Dv, oP 9 [2 _ ov
p Dt = P9z — 37 92 (S,uV. v> + V. (u &z) + V. (uVvy)
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Ecuaciones de Navier-Stokes

Casos particulares

» Flujo incompresible, viscosidad constante.

Dvy _9JP N 22y N 22y N 92vy
Pt — P9~ Ox ax2 T oyr T o2
Dv, P %v, 9%y, 9%y,
thpgy_Qeru(&xQ + dy? 92

Dv, _9JP N 02v, N d2%v, N 02v,
Pt — P9~ 733 ox2 ' 9y2 | 922
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Ecuaciones de Navier-Stokes

Casos particulares

En forma mas compacta, puede escribirse
Dv _ _
— =pg—-VP+puviv
P Dt pg +u
donde las suposiciones son:
» flujo incompresible
> viscosidad constante
» flujo laminar

» Flujo no viscoso (1 = 0), Ecuacién de Euler

Dv
— —pg-VP
Ppr =PI
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