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NOCION DE TRANSFORMADA DE LAPLACE
Latransformada de Laplace de unafuncion f(t),dadaen t= 0, sedefine por laintegral
L(f)(= [Tt estat

y esta definida paralosnimeros s paraloscualeslaintegral converge.
Latransformada de Laplace de unafuncion f(t) esentoncesotrafuncion £(f)(s) definidaparaciertos s.

Ejemplos
D)= [Tetdt=1 , >0 L(t)(s):ﬁt«z"“dt:é ,s>0
Le (9= [TetteStdt= =, s>a L) (9= [fetdt= " cudquier s

Una manera comoda de anotar |la trasformada de Laplace de una funcién es con la letra mayUscula correspondiente:

L (=F@), L@E=CFE), LX(9=X(), ec
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Para algunas funciones es posible saber que laintegral converge absolutamente, usando €l siguiente concepto.

Definicion
Sedice queunafuncion f(t),t=0, tienecrecimiento alo sumo exponencial si existen constantes k>0
y a=0 tesque | f(t)| <ke®' para t=0.

Ejemplo

Estudiamos lafuncion t2cos® 2t .

Pl ot [t2003[2t15 e, {t, 0, 12}, PlotRange » All, PlotStyle —» {Thick}]

Para t>0: |t?cos2t| <t? y lim,e ;:0 > t?< ke' paraunaconstante conveniente k > 0.

Luegolafuncion t?cos® 2t esde crecimiento alo sumo exponencial.

Ejercicio
Probar que a) | (B-t)sent| < ke' b) | (1-t+3t})e?| <k e

Ejercicio
a) Probar que una funcién acotada tiene crecimiento alo sumo exponencial.
b) Probar que todo polinomio tiene crecimiento alo sumo exponencial.

2 . A .
c) Probar que e' no tiene crecimiento alo sumo exponencial.

Ejercicio
Probar quesi f(t) tiene crecimiento alo sumo exponencial, p(t) esun polinomioy @ esun nimero
entonces e producto p(t) et f(t) también tiene crecimiento alo sumo exponencial.

Teorema l
El conjunto ¥, defuncioness.c.en [0, Yy de crecimiento alo sumo exponencial es un espacio vectorial.
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Demostracién
Debemos probar que lasumay el producto por nimeros de funciones de ¥ pertenecen tambiéna Fe .

i) S fit), fo(t) estdnen ¥, esfacil ver que fi(t) + fo(t) esseccionalmente continua.
Sea |fit)| <ke®, |fo)| <k'e®" .S B estd que f=a, B> o' entonces

120 + f01 < [ f1®)] + [ 20] < (k+ k) e !

ii) S A esunnimeroy f(t) esthen F. con |f(t) <ke®!,entonces A f(t) esseccionamente
continuay |A f(t) < |A| ket .

g.ed.

Teorema?2
S f(t) e Fe ys|f(t) <ke?!,latransformadade Laplace F(s) = £L(f)(S) estadefinidaen s>« .
Ademas es derivable y su derivada es

F‘(s):—gotf(t)e_“dt=—£(t HOICE

Demostracion
a) Por ser f(t) seccionalmente continua, lafuncion f(t) e~S' esintegrable en cadaintervalo finito [0, a] .

Ademés | f(H) eS| <ske® eSt=ke SOt |
Luego,para s > a laintegral de f(t)e™S' esabsolutamente convergenteen[0,0) v por ello
K f(t)e S'dt converge paraesosvaloresde s.

b) En las condiciones establecidas, se puede laintercambiar laderivaday laintegral obteniendo

F'(s) = j;“ ds(f(b) e—st)dt=j;°(—t) f() e Stdt=—-L{t 1) (9
g.ed.

Observacion

Para que exista latransformada de Laplace de unafunciéon f(t) essuficiente que seaintegrable en cada
intervalo finito [0, a] y que tenga crecimiento alo sumo exponencial.

Por gemplo, consideremos las funciones t*, a > -1 que sonintegrables en intervalos finitos pero,
s —1<a <0, no son secciona mente continuas.
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Con el cambio devariables st=x enlaintegral delatransformada, y tomando s> 0, s> «, obtenemos

Feestat= — [Px e Xdx=T(@s @D
donde @) = Eﬂ x* e *dx eslafuncion gama. Calculamos algunos valores de esta importante funcion.
Para a=n=0, 1, 2, .... se prueba, por induccion e integracion por partes, que I'(n)=n! y por lotanto
LM (9 =nls ™D
1 1 e _ 2 2 g
Para a=—3 F(—5)=£}Qﬁdx=2£weTdT=f_°;er‘r—l

Esta Ultimaintegral se puede calcular usando coordenadas polares en €l plano,

12=([Te X ax)([Te Y dy)= [T [Te Y axay

= K 2 e P drdd =27 [(re " dr=n

Luego

L(i)(s)zﬁs’%

Vvt
Para a/:% F(%):K \/Ye’xch:ZKTZe’Tsz:f;TZe’Tsz
e’TZ l”TZ ‘/7

= ﬁrﬁ,(_z)d‘r:ﬁ > aZT:T

L) ©=2Vrss
Ejercicio

Obtener de manerasimilar
—-y—Ins
S

L(Int)(9) =

donde y = f" logte~tdt=0.5772.... es conocida como “ constante de Euler”.

PROPIEDADES

L1 Linealidad
Latransformada de Laplace es lineal sobre F¢
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Lieg i+ ) (9=cr L(f) (9 +C L(fr)(9)  para s> a =max(ay, ar)

Demostracion
Es consecuenciade que ¥, €sun espacio vectoria y que laintegracion eslineal.
g.ed.

L2 Transformadadeladerivada
S f(t) escontinuaen t=0 y f(t)y f'(t) pertenecen a F. entonces

L(f) (9 =sL(f)(9- (O
Demostracion

Como f(t) escontinuay f'(t) esseccionalmente continua, podemosintegrar por partes, y usando que
limoe f()es'=0 para s>a s | f(t)]| <ke®!, obtenemos

L fmestdt=[ft) e - [Tf) (-5 e dt=—f0)+sL(f)(9
g.ed.
Utilizando estas dos propiedades, veamos que la transformada de L aplace permite transformar problemas del
analisis matemdtico en problemas algebraicos, facilitando su solucién.
Ejemplol Consideremosel problema 2x '+ x=¢"t, x(0) = -3

Utilizando L1y L2, hallamos que el transformado de Laplace del problemaes 2[sX(s) + 3] + X(s) = i

-5-6s
2s+1)(s+1) "

Para encontrar una funcién que tiene por transformada de Laplace esta X(s) la descomponemosen
fracciones simples:

Despejando, obtenemos la transformada de Laplace de laincégnita X(s) =

-5-6s 1 1

(2s+1)(s+1) s+l ol
2

t 1
Sabemos que J:(e‘t)(s):i y £(e‘5)(s)=i1 luego, por L1lafuncion x(t)=—et—2¢ 2"
N

2

tiene por transformada X(s) . Estaesla solucion del problema.

Ejemplo2 Latransformadade Laplacede — x'+ x=¢', x(0)=2 es —[sX(9) - 2]+ X(9) = L

s-1"

2s-3 1 1
=- +2 — cuya
(s-1)? (s-1)? o1 W

Despejando y descomponiendo obtenemos  X(s) =
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antitransformadaes x(t) = -t e' + 2 ¢!, que eslasolucion.

Transformada de la derivada segunda
Aplicando dos veces laregla de la transformada de la derivada, con hip6tesis adecuadas, se obtiene

L(f (9 =sL(f) (- 'O =s[sL(f)©®-fO]-f'O=5 L(f)-sfO)- "0

Ejemplo3 Seael problema X"+ 3Xx' +2x=¢e73, x(0)=-2,x'(0) =1

Transformando L aplace hallamos

_ 1 _ —28-11s -14
(X +2s-1)+ 3(sX +2)+2X=—= = X(s)_7(52+35+2)(s+3)

Descomposicion esta funcion en fracciones simples con € programa Mathematica

-2s2-11s-14

Apart
[(Sz+3s+2) (S+3)]

5 1
- +

2 (1l+s) 2(3+s)

., 5 _ 1 _
Luegolasoluciones x(t)=-> e Uy e 3t, Lacomprobamos



5 1
X[t_] = -—etl 4+ —e3t
2
{x[0], x"[0], x""[t]+3x"[t]+2x[t]} // Sinplify
{-2, 1, e?¥'}

Ejercicio

Resolver los siguientes problemas y comprobar |as soluciones obtenidas.
a xX"+2x'+ x=1,x0=-1,x'(0)=2

b) x"+2x'+ x=e7?, x(0)=0, x'(0)=1

L3 Desplazamiento en la transformada
Si f(t) pertenecea F. entonces f(t)e!! también pertenecea e Y sutransformadaes
L(ftye)(9=F(s-2)

Demostracion

Lty e't) o= [Tt e etdt= [Tft)e SV dt=F(s-2)

1
(s-1)?

Ejemplo De £(t) (s)=é resulta £(te't)(s)=

L4 Derivadadelatransformada

Si f(t) pertenece a ¥, entonces t" f(t) también pertenecea ¥, paracada n=1, 2, ...,y

L f () (9 =(-D"F™(9

Demostracion
Si f(t) estden ¥, esclaroque t" f(t) tambiénestaen ..
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g.ed.

En nuestras condiciones se puede obtener la derivadade F(s) = K f(t) e St d't derivando bajo

el signo deintegral

Fr (9= [ (-t fhestdt
Fr(9= [t ftestdt et

Ejercicio
1
(S—)L)ml

Aplicando la propiedad L4 demostrar que 2[% e “] (9= y que

1 2 1 3) )(t] _ a; ay a3
+at+ = at2+ = agt 5= 4 + +
L[(ao 1+ g &t + gastet | (9= E N C N C N

Ejercicio
Calcular L[te®] (9 y L[t e tu®d](9

g.ed.
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Transfor mada de exponenciales complejas

Para A=a+ ib complgosetiene

] (g = L @+ibt]ja_ 1 _ (sa+ib
LleMlo=5 = Lfe (9= prveT il =

Lle®tcosbt + ie?tsenbt](s) = L[e?t cosbt](s) + i L[e2t senbt] (s) = ((:::))72:':2’

Como s esun nimero real, separando parte real eimaginariaen la expresién anterior se obtienen

at _ s-a
Lle?'cosbt](s) = o

b
(s-a)%+ b?

Lledtsenbt](s) =

Ejemplo Resolvemosel problema x"+ x'+ x=sent, x(0)=0, x'(0)=1

Usando la transformada de Laplace

[-X' (0) = $X(©) + & X(©)] + [-X(O) + SX(9] + X(8) = 5=
Despejando  X(s) 'y separando en fraccioners simples se tiene

X(s) = g+2 _ 42 _astb C(S+§)+d§
(52+1)(52+S+1) 1\2 3 > S+1 1,2 3 2
T R I

2
Debe ser L+2=(as + b)[(s+ %)2 + (g) ]+ (52+1)[c(s+ %)+ d E]
Para s=i, —%, 0 seobtiene sucesivamente a=-1, b=0, c=1, d= V3.
Luego
X(t) = — cost +\/§e‘isengt+ e‘icosgt

Comprobamos que esta funcion verifica el problema.



X[t 1 :=—Oos[t]+\/3_e'lESin[§t]+ e-%@s[gt]

{x[0], x" [0, x"" [t]+x"[t]+x[t]} // Sinplify
{0, 1, Sin[t]}

Ejercicio
Resolver los problemas
a x"+x'+x= e 'cost, x(0)=1 x'(0)=0

Rta x(t):e’i(cosgux/?sen — e tsent

V3
Tt)
b) x"+3x'+2x= e ' cost, x(0) =0, x'(0)=0

0 X"+2x'+2x=1x0=0,x'(0)=1

Ejercicio
Cacular ZL[tsent]ut) y L[tcostu(t)]

Ejercicio “Polos dobles complejos”
a) Transformando Laplace te@* Aty te@ 1At y sumando, obtener

282

Llte?tcosBt](s) = r

[te Bt1(® Co B [eam B
Llte®tsen Bt](s) = 2P

[(s- 2+ 2]
b) Deducir las transformadas

288

Lle*'sen Bt —t Be®tcosBt](s)= ——
[(s- @)%+ p?

2pB(s-a)

Llte*senpt] (9= ———
[(s- @)+ B

Unidad 3-agosto2014.nb | 9
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L5 “Anulacion en €l infinito”

Si f(t) pertenecea F. entonces limg, ., L(f} (9 =0
Demostracion

S |f(t| <ke®" entonces

| £} 9| <k [Pt dt= " 50§ 5 +o
g.ed

Ejemplos
a) L(cost) () = i 50 s s>+

. 1 1 - 2 1 . .,
b) Como limg,, % -3 lafuncién % no es transformada de ninguna funcién de ¥ .

L6 Transformada del cociente @

f(t)

Si f(t) pertenecea Fe y lim_ o es finito, entonces @ pertenecea Fe Y

2(*2)©=[Fmdr
Demostracion

En las condiciones especificadas, la derivada de L(@)(s):f@ e Stdt es

%L(@)(s):—Kf(t)e*Stdtz—F(s) y por la propiedad 5 IimsﬂoQL(@)(s):O.
Luego L(@)(s) eslaprimitivade — F(s) quevae 0 en +co0, gue €sjustamente fF(r)dr.
g.ed.

Ejemplo L(%)(s):f“ L dr =arctgeo — arctgs= 7 — arctgs

r2+1

Nota Tomando limitesetiene limg_, o~ [ Se”Tt eStdt=7.
Se puede justificar que se puede intercambiar €l limite con laintegral, (teorema de convergenciadominada) con
lo cual obtenemoslaigualdad ﬁ SE"Tt dt= g , que sera demostrada nuevamente en la unidad 4, usando €

teorema de Cauchy en €l plano complegjo.
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Ejercicio
Probar que L(@) (s)=log % Observar que verificala propiedad 5
Ejercicio

1-e¢t s+1

Probar que L( ) (9 =log Observar que verificalapropiedad 5

t s

L7 Transformada de una convolucion
Sean f(t) y g(t) dosfuncionesde ¥, entonces f Qg pertenecea ¥, yvae

L(f«g)=L(f)L(Q

Demostracion

Sea |f(t)| <ke® y |gtt)| <Ke’' ysupongamosque o= p.

vde |(fxg)®)]=|[fmgt-ndr|<kK fe?Te® D dr=kK te"".
Como t< ¢' paracada t>0, setienelaacotacion |(f=g)(t)| <kK e@Dt,
Laintegral iteradaen

£(f+g 9= [ff@at-ndr]etdt=[[ f()gt-1) e drdt

la hemos puesto como integral dobleen laregion R={(r,t): O<t<t}.A suvez estaintegral doblela
calculamos en formaiterada pero en el otro orden:

L(f=g) (9= [7[[Tot-nestdt]| fmdr= [ [Tan) e dr|esT f(r)dT

donde hemos hecho el cambio de variables t — 7 =r. El corchete dentro de laintegral es £(g) () y no
depende de 7. Luego sale fuerade laintegral y queda el producto £(f)(s).L£(9) (S) .
g.ed.

Ejemplo

Cal cularemos por transformada de Laplace la convolucion de lasfunciones f(t) =e ' ut) y g(t) =te 2t u(t).

Como g(t) escontinuaen todalarecta, con derivada seccional mente continua, se espera que la convolucion

1 S S SR S
o ¥ FOGO= -

tengaderivada continua. Setiene F(s) = S% G(s) = CiDe sl 2 52

Antitransformando, queda la funcién
(fxg®=[et—te? —e 2 ut)
gue es continua y derivable en todalarecta. Observemos que en el origen se tiene
(fx@©0)=0=(fxg 0" y (fx9'(0)=0=(fx0g' (0"

Lagraficamos cerca del origen'y en un intervalo mas prolongado.
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GaphicsGid[{{Plot [e" -t e?' -e?", {t, 0, 1}], Plot [e" -t e?' e, {t, 0, 5}]}}]

0.10
0.08 0.08
0.06 0,06
0.04 0.04
002 0.02

02 04 06 08 10
Ejercicio Efectuar laconvolucion e2tu(t) = e®tu(t) , distiguiendoloscasos a=b y a%b,
a) directamente
b) utilizando la transformada de Laplace.
Ejercicio Efectuar laconvolucion e2'u(t) = sent u(t)

a) directamente
b) utilizando la transformada de Laplace.

L8 Atrasoen el tiempo
Si f(t) en ¥¢ y a>0, lafunciénretrasada f(t—a)u(t—a) pertenecea ¥, yvae

Lif—-ayut—a) (s =e25L(f)(9
Demostracion
Lif(t—ayut—-a)(s = f; f(t—a)eStdt= K f(r e st gr = e SaL(f)(9)

g.ed.

Ejemplo Resolvemosel problema x'+ x=u(t) — 2u(t — 1), x(0) = 0, por transformada de Laplace.

Latransformada de Laplacees sX(s) + X(s) = % - %e‘s, y despgjando
1 _ 1 1 _ 1 1 1 1 _
X(S)zm(l—Zae S):(g—g)(l—zﬂ S):(g—m)—z(g—g)es

Laantitransformada es
xH=1-eHut) -2(1-eDjut-1)
y lime e X(t) = =1. Escontinuapero no esderivableen t=1 pues
x1)=x(1H=1-¢1 y X(M=eltxxA)=et-2

He aqui la grafica de la solucidn que pone en evidencia esas observaciones.
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hit_1 :=If[0<t <1, 1-et' 1-e't-2 (l-e'("l))]
Pl ot [h[t], {t, 0, 10}, PlotStyle » {Thick}]

“/\

-05

-1.0

Ejercicio
Mostrar quesi @ > 0:

tf(a+ait-0)+ 3 alt-0?) e O ut-0) (9= (2 + 2o+ )

s -0 (s

Ejercicio

a) Resolver e problema x'+ x=u(t) - 2u(t—1) + utt— 2) , x(0)=1. Graficar laentraday la solucion.
b) Idempara x"+ 2x'+2x=ut)— ut-1), x(0)=x'(0)=0.

Ejemplo Queremoscalcular y graficar x(t) = e(t) = t e(t) mediante latransformada de Laplace.

Transformamos L aplace la convolucion

1-

<

l—e’s) ' _ 1-e® 1-sed-e®
s - s )

= 1 _ (1.2, (i l)—Zs
= §(+)e +z+3)e

X(s)=Lexte)(s)=L(e)(s). L(te) (9=

Antitransformando se obtiene

Xt =(exte)® = Sub - [t- D+ t-D?ut-1+[t-2+ Z|ut-2)

Separamos los valores de esta solucion por tramosy la graficamos

%tz O<t<1

X(0) = t—%t2 l<t<?2
0 2<t
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1 1

PIot[—tZ-((t—1)2+(t—1))UnitStep[t-1]+ (t -2) +— (t -=2)2| UnitStept - 21,
2 2

(t, 0, 33, Pl otSter—»{Thick}]

05¢
04+
03
02

01t

0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

L9 Transformadade primitivas
Si f(t) estaen Fe, susprimitivas ﬁf(r)dlr+c son continuas y también pertenecea ¥, yvae

£ ffmdr)(9="2C

S

Demostracion
Sea |f(t)| <ke®', >0, entonces

| .Ef(‘f)dﬂ Sjgke“TdT:k“m_l < k pat

a a

y por lotanto g(s) = L‘f(r)dr +C pertenecea ¥, escontinua g0)=c y g'(t)= f(t)
Por lapropiedad L2 F(s) = L(f) () = £(9") (9 =sL(9) (9 — 9(0) =sL(g) (5) - C Yy despejando

g fimdr+c)e=""2C
g.ed.

Ejercicio
Comprobar las formulas

3 £(femndr)(9="1% b) £( f;sentd7)(9 = L(1-cost)(s) = r — y

L10 Propiedad del valor inicial



Unidad 3-agosto2014.nb | 15

Si f(t) escontinuaen t=0, f(t)y f'(t) pertenecena Fe, entonces limg,,., SF(S) = f(0).

Demostracion
Por ser f(t) continua con derivada seccional mente continua podemos integrar por partes

FO= [ Testdt=[fo ]+ 1 [T metdt=1 10+ L(1)©

Luego sF(s)= f(0)+ L(f") (9 ; aplicando lapropiedad L5 a f' obtenemos limg,,.,L(f") (=0
yentonces limg, .., SF(5) = f(0),

g.ed.

Ejemplos

a) sL(sent)(s) = $—>O: sen0 para S— +co .

b) s L(cost)(s) = %el: cos 0 para S— +oo.

L11 Propiedad del valor final

Si f(t), f'(t) pertenecena Fe ¥ K| f'(t) | dt < oo, entonces e limite limy,, f(t) = f(+o0)
existe, esfinitoy limg g+ SF(S) = f(+00).

Demostracion

Excede el nivel del curso.
a) Primero supongamosque f (t) es continua.

Entonces f(M) - f(0)=jc;Mf'(t)clt y como laintegral f| f'(t)|dt convergeexistee limite

IimM_mLM f'(t)dtyesfinito. Luegoexiste el limite limy_. f(M) = f(co) y esfinito.
Integrando por partes obtenemos

Fo=[7f® e-stdtz[f(t) _—S]:+ TPt mestat=210 + 1 [T M et
Usando| f'(t)e '] < | f'(t)| para s=>0, t=0, sedemuestra, por “convergencia dominada’, que
lims,or [Pf (e Stdt= [*f () dt=f(+00) - f(0)
Luego limg,o: sSF() = lims o (f(0) + [*f' (D) e Stdt)= f(+o0).

b) S f(t) tienefinitossaltosde magnitud A; en t=q; entonces f(t) = ﬁ f'(r)dr escontinua,
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f'(t)= f'(t) enlospuntosde continuidad de f(t), y f(t)= f(t)+ X, A u(t—a;).
Por laparte a), lapropiedad valepara f(t), y entonces existe

f(+00) = liMee F() = F(400) + X,
Ademés

Fo= [0 etdt= [7T0) e dt+ 5L, A [Tut-a) e dt

= [P estdt+ 3L, A .

Multiplicando por s y tomando limite obtenemos  limg o+ SF(S) = f(c0) + YA = f(+00).

Ejemplos

a S a<0 lafuncién f(t)=e*'cospt verificalas condiciones anteriores.

_ s(so) . A_T
Por otrolado, sF(s) = i y limg,o+ SF(5)=0=lim.,, f(t).
b) u(t— 1) verificalas condiciones de |a propiedad.

ses
s

=1=lim.. f(H)

Ademés limg,qg- SF(S) = limgq-

L 12 Transformada de una funcién periddica
Sea f(t) unafunciénde ¥ ydeperiodo p>0: f(t+ p)= f(t) . Entonces

£(f)(9 = — [T etat

1-¢7P®

Demostracion
Separamos laintegral como unasumade integrales en losintervalos [k p, (k+ 1) p] :

£(f) (9= [ fetdt= 3, [P fn e at
Haciendo el cambio devariables t=k p+ 1 y usando laperiodicidad de f(t) queda

£E+l) pf(t) e-Stdt = Lpf(k p+71) e~ SKP+T) 1 = p—Skp Lpf(.[.) e~ ST dr

g.ed.



Luego
£(H)(9 =[50 *P| ff@esTdr

Laserie dentro del corchete es unala serie geométricaderazon O<e SP<1 cuyasumaes

00 -S k — 1
Zk:o(e p) - 1—¢SP

L uego queda finalmente

1

£(f)(9= =

Lpf(‘r) e Stdr

g.ed.

Observacion

Latransformada de Laplace de una funcion periddica f(t) tienelaforma

£2(F)(9 = —= GO

1-¢7°P

donde G(s) = L”f(t) e Stdt eslatransformada de Laplace del modelo.

Como el modelo tiene soporte compacto, G(s) es una funcién analiticaen todo e plano
complgjo s, como se pruebaen el Anexo l.

Ejemplo 1

1

Hallemos la antitransformadade F(s) = ﬁ &0

No es la transformada de una funcion periddica pues i tieneunpoloen s=-1.

Para encontrar la antitransformada consideramos el desarrollo en serie geométricapara s> 0:

1 _ oo -2ks
1-¢28 - Z(:O e

Entonces F(9) = 32, i e~2ks cuyaantitransformadaes f(t) = Y32 ge 20 ut - 2k) .

Lagraficamosen el intervalo 0 <t < 10.

Unidad 3-agosto2014.nb | 17
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n
n =10; Plot [Z e 2K ynitStep[t -2k], {t, O, n}]
k=0

10}
08+
0.6
041
I T S T

No es periddica, pero se acerca a una periodicade periodo 2. En efecto,si 2n<t<2(n+ 1),
entonces 2(N+ 1) <t+2<2(n+2) y

f(t + 2) _ f(t) - &n:ée—(t+2—2 k) _ Zﬂzoe—(t—Zk) - e—(t+2) < e—Zn—Z
queseacercaa 0 amedidaqueed intervalo {2n, 2(n+ 1)] seadgaa o
Ejercicio

1 s
(1-e72%) (s+1)?

Halle la antitransformada de y grafiquela. No es periddica.

Ejercicio
1-¢5

9 s y grafiquela. Es periddica.

Halle la antitransformada de

Ejercicio
1 staes
(1%-25) s+1

Halle a paraque laantitransformada de sea periédicay grafiquela.

Ejemplo 2

1 s O0<st<1

Seael problema x'+ x= f(t), x(0)=0 con f(t) deperiodo2y modelo f(t) ={ 0s 1l<t<?



frt_1:=1f[0<t <1, 1, 0]

Pl ot [f [Mod[t, 2]1, {t, O, 8}, AspectRati o -» Automatic]

oo
oo

2 4 6

8
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Sabemos que la solucion es continuay la derivada es seccionalmente continua, con saltosen t=1, 2, 3,

Latransformadade Laplacede f(t) es F(s) = 17/1725 1’:75
_ 1 1-es 1 1 1 _s
A9 = 125 s(5+1)  1¢7 (5 B m)(l_e )
1-e78

No es transformada de una periédica pues ser D

tieneunpoloen s=-1.

Para hallar la antitransformada desarrollamos en serie geométrica

1-e°
1-e25

Luego

Xe=(t-)=(E-2)-(E-L)es+ (-2

1-¢728
y antitransformando obtenemos la solucién
xt) = Yo (-Dkgt—kyut-k  con

Graficamos laentraday salidaen el intervalo [0, 8].

—(l—e’s)(l+e’23+ e *S+ef54 .. ):1—e’s+e’25—e’

gh=1-et

y transformando el problema queda
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frt_1:=1f[0<t <1, 1, 0]
gt _1:=1-e

8
Pl ot [{Z(-l)kg[t k] UnitStep[t -kJ, f [Md[t, 2]]}, {t, 0, 8},
k=0

Aspect Rati o » Aut onati c]

~_ I~

2 4 6 8

o000k
NIl =]

Enlosintervalosimpares [2k + 1, 2k + 3] no hay accion externay la respuesta es solucién
de lahomogénea. Por giemplo, en el intervalo 1<t< 2, larespuestaes

Xt)=(1L-e" - (l - e_(t_l)) =eet

Ejemplo 3
Seael problema x'+x=|sent|, X(0)=Xo.
a) Supongamos x(0)=0

Como |sent| escontinua, sabemos que la solucion es continua con derivada continua

Latransformada de Laplacede | sent| es 1_:% 1::1”3 y latransformada de x(t) es
1 1+e ™S

X(s) =

(s+1(£+1) 1-e7"®

Como —2“" _ tieneun polodeorden 1 en s=-1,lasolucién x(t) no es periddica.
s+D($+1)

Para halar unaformulapara x(t) desarrollamos en serie geométrica

l — TS _ _ _ _ _ _
;:ﬂ =L+ ™) (1+e ™ +e 2™+ e 37 + .. )=1+2(e"S+ 7275+ )

1 s 1

: 1 1
Por otro lado la antitransformada de T 5[ si- gt I

] es
git) = %(e“—cost+sent). Luego x(t)= g(t) + 23 o9t — k) u(t — 7k)

Graficamoslaentraday lasalidaen € intervalo [0, 4] y notamos que no es periddica, pero
paulatinamente se va pareciendo a una periodica.
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glt_1:=

N -

(e* -Cos[t]+Sin[t])

8
Pl ot [{Abs[Sin[t]], grt] +2 [Zg[t - 7k] UnitStepIt —nk]]}, {t, 0, 4ny,
k=1

Aspect Rati o » Automatic, PlotStyle - Thi ck]

2 4 6 8 10 12

b) Buscamos una condicion inicial xg paraquelasolucionde x'+ x=|sent| seadeperiodo = .

Latransformada de Laplace es

_ 1 I+ e ™S + % (1— 779 (sP+1) _ 1
X(s)= 1-e77® (s+1)(2+1) T l-ets G
donde
G(9) = (At &™) + % (1— e 7%) (+1) _ [1+ xo(2+1) | + [ 1-x%o(2+1) | 7S

(s+D(£+1) (s+D(£+1)

El Unico polo posiblede G(s) ocurreen s= -1 luego, para que sea analitica, € numerador debe anularse

% “+! | aantitransformadade G(s) , es

e -1’

en s=-1; paraello encontramosque Xo =

9 = [% (sent— cost) + —— @—t]e(:_r)

1

et ]
-7

1
glt_1 :=V\hich[t <0, 0, wm<t, O, True, — (Sin[t]-Cos[t]) +
2 1
Pl ot [g[t], {t, -x 3w}, PlotStyle - Thick]

0.8
0.6
0.4
0.2

-2 2 4 6 8

Entiéndase bién, este es el modelo que, repetido periddicamente con periodo 7z, dala solucién.

Las gréficas de laentrada y la solucién son las siguientes.



22| Unidad 3-agosto2014.nb

1 1
x[t_]:=E(S|n[t]-c:os[t])+1 _"e"
-e

Plot [{Abs[Sin[t]], x[Md[t, w11}, {t, O, 5x}, PlotStyle » {Thick}]

10
0.8
0.6
0.4
0.2

¢) El modelo se puede buscar directamente

Enel intervado O<t<nverifica X'+ Xx=sent; luego debe ser delaforma
X(t) = %(sent — cost) + ke

1

l-e 7™ "
Observemos que, por ser laentrada |sent| continua, la solucion tiene derivada continua. Lo podemos
comprobar en el modelo

Ademaés para periodicidad x(0) = x(n) ; luego —% +k= %+ ke ™; porlotanto k=

x‘(0+):%—k y x'(n‘):—%—ke‘”

que sonigualespues k= e
Ejemplo 4

Consideremosun circuito en serie RL C con un voltgje de entrada v(t) = t e(t) periédico de periodo 1
cuyagraficaeslasiguiente.
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Plot [t -Floor [t], {t, O, 5}, AspectRatio -» Automatic, PlotStyle -» {Thick}]

VS

S R=2Q, L=1H, C=1F einicidmentee circuito estainactivo, tomando como variable la diferencia
de potencia en el capacitor vc(t) setienee problema vc"+ 2ve' + ve = v(t), ve(0) =ve'(0) =0
Esperamos una respuesta compuesta de un transitorio y un permanente periédico de periodo 1.

Ademas, por ser v(t) continuaatrozos, seran ve(t) y vc'(t) continuasy vc" con puntos angulososen los

1-(s+l)es ]
&

nimeros naturales 1, 2, .. . Transformando queda L Ve(s) +2sVe(s) + Ve(s) = ﬁ[

Despgjando y separando en fracciones simples:

1 e 1 2 1 2 1 _k
Ve(s) = - =S -t =+ - —= e s
c® KstD)?  (A-e®s(s+D)? & s (st skl g(s+1)? 2

2 1 -~ [1 1 1 ]e‘ks
s s (12 6D

Antitransformando la serie término a término se obtiene la solucion
Ve = (t—2+te +2eHut) - [y [1- -k e 0 — e ] ut - k)

Verificamos que es solucién en cadaintervalo n<t<n+ 1; luego graficamoslaentraday lasaida
end intervalo [0, 10].

Cl ear [v, n];
n

V[t _1:=t-2-tet+2e™ —Z(l- (t -k) e -0 -e'(t'k));
k=1

V''[t]1+2Vv'  [t]+Vv[t] // Sinplify

-n+t
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20
VIt ] :=t-2-te-‘+2e-t-Z(1-(t-k) e 0 _e=(t-h)) UnitStep[t - k]
k=1
Plot [{t -Floor [t], v[t]}, {t, O, 10}, PlotRange » All, PlotStyle » {Thick}]

10t

05¢

-05¢

Se aprecia la suavidad del gréfico. Ademas, medida que €l transitorio desaparece, la componente permanente
prevalece, y se observa cada vez mejor la periodicidad subyacente.

Ejemplo 5

1 s O0<t<1

Consideremosla sefial cuadrada de periodo 2 y modelo f(t) = { 1§ 1<t<2

cuyagraficaes:
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frt_1:=1f[0<t <1, 1, -1]
Pl ot [f [Mod[t, 211, {t, O, 4}, AspectRatio -» Automatic, PlotStyle - {Thick}]

1.0

05f

-05¢+

—-1.0+F

Latransformada de Laplace del modelo sz(t) e Stdt= Lle‘S‘ dt- flze‘ stdt= @

1 (1-e5?

y latransformada de la funcioén periddica es F(s):ﬁ .

Ejercicio
a) Laintegral j(; f(r)dr ,delafuncion f(t) del gemplo, esun tridngulo de periodo 1.
b) Calcular su transformada de Laplace.

ANEXO |

Latransformada de Laplace de unafuncion f(t) de ¥, se puede extender a unafuncién analiticaen un
semiplano del tipoRe(2) > r . Enefecto, si | f(t)| <ke®!, sea z=s+iw y s>« entonces

|f(t) e_Zt| — |f(t) eSt e—i tw | < ke_(s‘o‘)t

y laintegral
L(f)(z):j;“f(t) e 2t dt

converge absolutamente y define unafuncion de z en el semiplano Re(2) > @ . Usando convergencia dominada, se ve
que tiene derivadas parciales que verifican las condiciones de Cauchy-Riemann, y por o tanto es analitica en ese semiplano.

i 2 -2ty (5= _ 2 1 i
Ejemplo L(t-1)e?) (2= i o Ie2 analiticaen z# -2

Ltut—1) (2= z;—l e~% andliticaen z#0
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L(et) (9 =

1_:72 es analitica en todo e plano

Este ltimo es un caso particular del siguiente

Teorema
Latransformada de L aplace complgjade unafuncién f(t) de soporte compacto es analiticaen todo el plano complejo.

Demostracion
S f(t) esnulapara t>asetiene £(f)(2= [f(t)e?'dt paacada z.

Razonando como antes resulta derivable en todo €l plano con derivada £(f)'(2) = E’ -t f(t)e 2tdt.

Otra demostracion es utilizando el desarrollo de Taylor de la exponencial, que converge uniformemente en
compactos:

B o 1
e 2t = Zk:O ° (—Zt)k

y por lo tanto se puede integrar término a término
LH@=Lroerdt = 52, L (Frota) 2 = 52, meZ con me= [foteat

Calculamos su radio de convergencia. Sea | f(t)| <M, entonces | my | = |£af(t)tkdt | < (k“:'—l)ak’fl

Luego la serie esté acotada en valor absoluto por laserie >3 % a1 Z . Por d criterio del cociente,

el radio de convergencia de esta tltimaes infinito. Luego €l radio de convergenciade 332, (_k—l')k my ¢
también es infinito.

g.ed.

Ademas, verificaunaacotacionen oo vinculadaa intervalo [0, a] soportede f(t) :

|2(H@I=|[fTOe?d<M [feR@dt<MaeR@a

Corolario
Sea f(t) deperiodo p> 0 contransformada de Laplace compleja

1
1-¢7%P

L@ =

Pt e?dt = — G@

1-¢7%P

Entonces la transformada del modelo G(z) = [°f(t) e dt esanaiticaen todo el planoy verifica
unaacotaciénen co del tipo  |G(2)| < K e RE@P,

Vale lareciproca, seglin €l teorema de Paley-Wiener, que se puede demostrar usando laformula de inversion,
que se dard en launidad 4.
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ANEXO 11

Lema

Sea x(t) = Y/_; pi(t) e%! con pi(t) polinomiosylos a; son nimeros complejos distintos.
Si latransformada de Laplace de x(t) es 0: L£(x)(s)=0 entonces x(t) = 0.
Demostracion

Cnoin) L at _ % G Cn
Usando L[(co+clt +o.+ St )e ](s)_ i wor tot o

ysi pi(t)=2‘4<”;oi—ftk setiene O:L(x)(s):g:l(zkn.: Gik )

0 (s-ay)

que es un desarrollo en fracciones simples alrededor de los polos «@; que dalafuncién nula.
Vamos a demostrar que cada coeficiente ¢, esnulo. En efecto, multiplicando por (s— ;) %1
eintegrando en una circunferencia de radio pequefio C.(a;) obtenemos 27i Cix=0.

g.ed.

Teorema

Sean LX) =an XV +..+aX Y M) =bny™ + .. +byy dosoperadores diferenciales

lineales con coeficientes constantesy f(t) unafuncion quetiene sus m primeras derivadasen % .

a) Cadasolucion delaecuacion L(x) = M(f) estden Fe juntoconsus n primeras derivadas.

b) Si x1(t)y X(t) son soluciones de lamismaecuacion L(x) = M(f) y tienen lamisma
transformada de L aplace entonces coinciden:  x(t) = xo(1).

Demostracion

Es suficiente considerar €l caso de M(y) =y.

a) Sea f(t) en Fe y X() unasolucionde L(x)= f .
Sabemos que X(t) = Xg(t) + Xp(t) con Xo(t) unasolucion delahomogénea L=0y Xp(t) una
solucién particular de la no homogénea.
Por unlado xo(t) = >_; pi(t) e® pertenece a F. junto con todas sus derivadas.

Por otrolado xp(t) = f(t)« h(t) con h(t) larespuestaa impulso unitario. Y como

[f()| <kef' y |hit)| <Ke!
resulta
1
%0 |= | fT@ht-Ddr| <kK [ dt=kK [t 1]

y entonces x, también pertenece a espacio vectorial e .

Como h(t) tiene las primeras n— 2 derivadas continuasy la h™D(t) tiene un salto finito en el origen
setieneque Xp'=h'sf, .., xp™=hMDxf soncontinuasy como antes seve queestanen .
Ademés h"(t) = a,~1 §(t) + funcionde Fe y entonces x,™ = h™« f =a,™ f(t) + funcién continua
y por ello pertenece a Fe .
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b) S x(t) y Xo(t) satisfacen lamismaecuacion L(x) = M(f) y sus transformadas coinciden
L(X1) (5) = L(X2) (9), ladiferencia x(t) = x,(t) — Xx(t) satisface laecuacion homogénea L(x)=0 y
tiene transformada nula: £(x) (s) = 0. Luego esdelaforma x(t) = 31_, pi(t) et y por el lemaanterior
X(t)=0.
g.ed.

Corolario

Sean LX) =an XV +..+aXx Y M) =bny™ +..+byy dosoperadores diferenciales
lineales con coeficientes constantesy f(t) unafuncion quetiene sus m primeras derivadasen #. .
Sea X(s) latransformada de Laplace del problema:

{ LX) = M(f)
X(0) = Xo, X' (0) = X', ..., X"D(0) = xoD

Si por algun procedimiento encontramos una x(t) en Fe cuyatransformadade Laplace es X(s)
entonces x(t) eslasolucion del problema.

Este resultado se usa en la solucién de problemas mediante la Transformada de Laplace.

Ejemplo 1

Sead bl X"+2X'+x=f'-2f f) =
problema { 01y o0 0 fO=tun.

Como f '(t) = u(t), transformando Laplace obtenemos:

S[SX(9) = X(0)] — X' (0) + 2[S X(S) — X(0)] + X(S) = é - §
Despgjando queda
__§+32+2&2__3 6 4 5
X(g) == coy 9 + 2 e

Una funcién cuyatransformada de Laplace da X(s) es.
Xt)=-2t+6-4te - 5¢"

que por €l teoremaes la solucion del problema.



Unidad 3-agosto2014.nb | 29

Ejemplo 2

Uncircuito RL C en serie tiene un voltgje de entrada v(t) . Laecuacién que satisface la corriente i(t),
suponiendo que el capacitor estainicialmente descargado, es

Li'+Ri + 2 [fimdr
Silasconstantesson L=1H, R=2Q, C = % F , v(t)=sent Vols einicidmentelacorriente
esnula setiened problema: '+ 2i +4£i(r)dr=sent, i0M=0

Is) 1

Transformando Laplace obtenemos: sl(s) + 21(9) + 4 ~=z7 Y despejando
S 2 3 3s+4
I©= (+1)(s+ 27 5(s+27 25(+2)  &+1

Luego una funcién cuyatransformadaes 1(s) es:
; 2, 2t _ 3 ot
|(t)=—§te - + 3cost + 4sent

que segun el teorema debe ser la solucién del problema.
Observacién. Notamos que derivando laecuacion setiene i "+ 2i'+4i= cost ,i(0)=0 ydela
mismaecuacion resulta i ' (0) = 0. Resolviendo este problema llegaremos natural mente a la misma solucion.

ANEXO 111
Hacemos algunos comentarios respecto de como son las transformadas de Laplace de funciones de Fe.

a;) Siunafuncién f(t) tiene soporte compacto se demostré en el Anexol que £(f) esanaliticaen €l plano.
Por gemplo: L(e(t)) (2 = Ee’“ dt= sz es analitica en todo € plano complejo.

a,) Latransformadade fn(t):e(%) es [le?dt= 1’“—2“ es analiticaen todo el plano.

Sinooo, ff)->ut) y L(fy) (z)—>% gue tiene un polo smple.

Latransformadade gy (t) = e(%)sent es analiticaen todo € planoy converge a i que

tiene dos polos simples.
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b) Consideremosunafuncién del tipo
F@=3XL1R@eh?

dondecada Ri(2) = % es unafuncién racional propia, es decir, € grado del numerador es menos que

¢l grado del denominador, y los A; son nimeros reales negativos o nulos. En esas condiciones se verifica
limss100 F(S) =0y F(9) eslatransformada de Laplace de unafuncién de F.. En efecto, basta descomponer
en fracciones simplescada R;(2) y tener en cuenta que la exponencial negativa significa atraso de las funciones
correspondientes.

ANEXO IV
Transformada de L aplace de funciones gener alizadas.
Para ty >0 setiene L£(5(t —tg)) () = foé(t —tg)eStdt=eSb y
LG (t-10) (9= [[°6 " (t—to) e dt=— [°5(t —to) (-9) e™S' dt = s~
En general setiene
L(6M(t - tg)) (8) =" e~ Sl n=123, .. s t>0.
Tomando limite a derecha para to — 0* se obtiene lallamada “Transformada de Laplace de 6(t) aderecha”
£@)=1, £@)=s, LE" =5 ..

Este resultado se puede obtener también directamente. Por jemplo, parala § setiene

£(6)(9) = limegr L&D) (9 = lime s [{Z e~ dt=lim_ [1] -1

€S

No verificalapropiedad 5 pues limg, .., £(5) (8) = 1.

Consideremos un problema
o X"+a X' +ax=by f ") +by f(t), x(0)=0, x'(0)=0

Si transformamos Laplace y suponemos f (0) = 0 obtenemos  X(s) = by s+ by F(s)

a,S’+a, S+ay
Si laentradaes f (t) = §(t), se tiene la transformada de |a respuesta al impulso unitario

by s+ b
15% % y entonces X _ 9

L(ht) (9 =H(9 = F©

a,+a,S+ay

Lafuncién H(s) esla funcién detransferencia del sistema
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ECUACIONESDE CONVOLUCION - DECONVOLUCION
A. Ecuaciones de convolucion

Una ecuacion del tipo
x(t) =a) + [x@bt-1)dr

con a(t) , b(t) funcionesdadasy x(t) incognitase llamade convolucioén.
Si se buscaunasolucién en t =0 se puede emplear latransformada de Laplace.

Ejemplo Xt =t+ ﬁx(‘r) cost—7)dt para t=0
Transformando Laplace queda  X(s) = é + i X(s) y despejando laincognita

s
T

_ S+l 1
XO=geen~ 3 5
ol

2

H
ol
:
"

Py

Py

e
3

_

y antitransformando queda

1 1
_ ~t V3 1 >t V3
X)) =t+1-e2 cosTt+ —sez senTt

Observemos que de la misma ecuacion se obtienen las condiciones x(0) =0, x'(0) =1,
que son verificadas por lafuncién hallada. Comprobamosque x(t) es solucion.

V3 1

' 3
X[t_1:=t+1l-e? Cos[—t]+
2 V3

t
X[t]-t —J-X[t] Cos[t -ct]dc // Sinplify
0

e%tsm[ﬁt]
2

0

Nota
La ecuacion anterior también se puede resolver derivandola dos veces y hallando la ecuacion diferencial
que satisface laincégnita x(t) junto con las condicionesiniciales.

Ejercicio
Resolver laecuacion  x(t)=1- ﬁx(r) (t—7)dt para t=0 ycomprobar lasolucién hallada.
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Delaecuacion resultaque x(0) = 1. Rta: x(t) = cost

Ejercicio
Resolver laecuacion x(t) = sentu(t) + x(t) = utt) en t=0 y comprobar lasolucion.
Rta X(t) = 7 (sent - cost + b u(t)

Ejercicio
Resolver laecuacion x(t) = e(t) + x(t) = e"tu(t) en t=0 y comprobar lasolucién.
Rta x(t) = (1+t)et) +ut—1)
Ejercicio
Resolver laecuacion X' (t) = u(t) — x(t) = e~ 2tu(t), x(0)=0, en t=0, y comprobar lasolucion.
Rta xt)=2-tet=2e Y u(t)

B. Deconvolucion

Unaecuaciéndelaforma xsa= b con a(t) , b(t) funcionesdadasy x(t) incognitasellama
“ecuacion de deconvolucion”. Si suponemos que las funciones son causales y queremos resolverlaen t= 0
podemos usar la transformada de L aplace.

Ejemplo 1

Consideremosla ecuacién X = cost=t

s 1 1 1,1 1+ 1
Transformando queda  X(9) 712 2 X(s) = < _S+§ > x(t)_1+2t
Comprobamosque verificalaecuacion. Para t=0:
t 1
j[l+—t2] Cos[t -t] dt
0 2
t
Ejemplo 2
Consideremoslaecuacion x = sent=t
1 1 241 1 _
Transformando queda  X(9) earialelin X(s) = 2 _1+52 > Xt =6t +t

Comprobamos que verificalaecuacion. Para t=0:



t
Sin[t]+JtSin[t -t]dct
0

t

Ejemplo 3

Consideremosel problema x'+ x= f(t), x(0)=0
Hallar laentrada f(t) que producelasalida x(t)=1- cost.

Método directo: usando la derivada generalizada obtenemos x' + x=sent + 1 — cost
Método indirecto: por convolucion con h(t) = et u(t), se obtiene una ecuacién de deconvolucién

e tu(t) «f =1-cost en t=0. Transformando Laplace queda F(s) = % + ﬁ y entonces

f(t)=1+ sent — cost.

Ejercicio

Resolver a) x=sent=t b) X ut)=te" c)costs x(t)=u().
Comprobar las soluciones halladas.

Ejercicio

Resolver laecuacion X« x=u(t), t>0.
1

Rta. x(t) =

it

SISTEMASLINEALES Y TRANSFORMADA DE LAPLACE
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Consideremos un sistema de dos ecuaciones diferenciales lineales con dos incognitas y coeficientes constantes,

con unaentrada f(t) y condicionesiniciaes:

X:|_l =ag1 X1+ a2 Xo + bl f(t)
{ con x1(0) = Xg0 ; *2(0) = Xz0

Xo'=ap1 X1 + Ao Xo + b2 f(t)

Transformando L aplace obtenemos un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas X1(s), Xx(9).

Resolviendo el sistema algebraico y antitransformando obtenemosla solucion x(t) , Xo(t) .

Ejemplo 1
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X'=4x-y )
Sea {y':2x+y con x0)=-1; y0=0

Transformando L aplace, queda un sistemalineal agebraico:

SX(S)+1=4X(S)_Y(S) (3_4) X(S)+Y(S):—l

{ SY(9=2X[9+Y6 { ~2X(9+(s-1)Y(9=0
X(g=—4t 2 1

Resolviendo el sistemalineal queda { (s 3_);92) i3 922
YO=Heo = stz

Antitransformando obtenemoslasolucion (x(t), y(t)) = (-2¢€%' + 2!, -2¢3'+ 2 eZt) :
Comprobamos que verifican las ecuacionesy las condicionesiniciales.

X[t_1] t= -2 +e?!

yit_1:=-2e3! +2e?!

(X' [t]-4x[t]+y[t], y'[t]1-2Xx[t]-y[t]} //Sinplify
{x[01, y[01}

{0, 0}
{711 O}
Lagréficade lasolucién es una curva paramétrica en el plano.

ParametricPlot [{-2e®' +e®', -2e® +2e?'}, {t, 0, 0.5}]

_05 £
-1.0¢
-15¢ /
_20 £
-25¢F
-3.0¢F
_3_5/,

Ejemplo 2
X'=y+e

Sead sistema{ ,
y'=-5x-2y

con x(0)=y0)=0

S+2

X(9) = (s+1)(P+2s+5)

SX(s) = Y(9) + i .

sY(9) = -5X(9) - 2Y(9) Y(s)= m

Transformando queda {
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En el denominador, el factor s> + 2s + 5 tiene raices complejas. Para antitransformar expresamos
las transformadas como suma de formas reconocibles en latabla:

1 s+1 2 1 1 1 s+1 1 2
X(99=A— +B = ——-= =
© s+1 (s+1)%+ 4 (s+1%+4 4s+1 4 (s+1%+4 2 (s+1)°%+ 4

1 s+1 2 5 1 5 s+1
Y(s=a—+b +cC —_2 = 42
(S) s+1 (s+1)2%+ 4 (s+1)3%+ 4 4 s+1 4 (s+1D*+4

1 ¢ 1 4 1 4 5 _t+. 5 _t -

Luego (x(t), y(t))=(ze -z€ cos2t + Se sen2t, —Ze +e cosZt) cuyagréficaes

1 1 1 5 5
Par anet ri cPl ot [{—e't-—e" Cos[2t]+—e'tSin[2t], ~—e't + —e™ Cos[2t]}, {t, 0, 6}];
4 4 2 4 4

Ejercicio
-1 -2

Resol X'=
esolver (2 1

1 1
)X+(_1)u(t) ,X(O):(O) y graficar la solucién obtenida.

M étodo gener al
Latransformadade Laplace deunsistemadeorden n  X'=AX +B f(t), X(0) =X, es
SX(S) — Xg=AX(S +BF(s = (sl = A) X(5)=Xg+ BF(9 =
X(9=(sl =A™ X+ (sl —ABF(9

En el segundo miembro, el primer término corresponde ala solucion del sistema homogéneo con las condiciones
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iniciales, y el segundo término corresponde a la respuesta forzada por f (t), con condicionesiniciales nulas.
El polinomio caracteristico del sistemaes pa(s) = det(sl — A) y lamatriz adjunta
Adi(sl - A) =(qi(9)" = (q;i(s)

cuyos elementos son los cofactores g (S) , que son polinomiosde grado menor que n. Lamatriz inversaes

-1 _ 1 . _
(sl - A _det(sl—A)AdJ(Sl A)
Ejemplo 1
2 -10 1
Parael sistemahomogéneo X'=| 1 -1 1 [X concondicioesinicidles X(0)=| O setiene
-1 0 1 -1
s-2 1 0
pa(s) =det(sl —A)=det|l -1 s+1 -1 [=s%(s-2)
1 0 s-1
s-=2 1 0 £-1 s-2 —s-1 )} (£-1 -s+1 -1
Adisl —-A=Adj| -1 s+1 -1 [=[-s+1 £-3s+2 1 = s-2 £-3s+2 s-2
1 0 s-1 -1 s—-2 $£-s-1 -s—-1 1 £-s-1
-1 -s+1 -1
sl-A1=-1 | s-2 £-3s+42 s-2

T As-2)
—s—-1 1 fL-s-1

Comprobamosque es lainversa.
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s-2 1 0 s2-1 -s+1 -1
C ear [s]; [ -1 s+1 -1 J $-2 s2-3s+2 s-2 // Sinmplify // MatrixForm
1 0 s-1 -s-1 1 s2-s-1
(-2 +s) s? 0 0
0 (-2+5) 82 0 ]
0 0 (-2 +s) s?
Latransformada de la solucion es
1
$£-1 -s+1 -1 1 & s
1 1
X(s)_sz($2) s—-2 82—3S+2 s—-2 0 —@ 0 = 0
-s-1 1 fL-s-1)\ - - _1
s-2
Finalmente la solucién es
22t
Xt=| 0
_e?t
Ejemplo 2
. -1 2 -1 . Xo1 L
Sea d sistema X‘=(0 1)X+(1)cost con condicionesiniciales Xo=(xo)arb|trar|as
- 2
Setiene
A s+1 —2)‘1 1 (s+1 2
s1=A) _( 0 s+1 _(S+1)2( 0 S+1)
Luego
1 2 X 2% 1 2
_ S+ Xo1 s+l (s+1)? T (s+1)7?
sl— AL :L( )( ): | 1
( )X s+2\ 0 s+1)\xe X2 Xo1 0 *+ Yoo 1
s+1 s+1
Al 1 (s+1 2 -1 s s -s+1
S BF(S)_(S+1)2( 0 s+1J\1)¢+1 @+12(&+1) s+1

Descomponemos en fracciones simples cada componente
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S(-s+1)
(s+D?(P+1)

__l.s .1
2 2

S

1
- = - 4= - _—
(s+1(2+1) 2

Antitransformando obtenemos la solucién general:

1
X(t) = Xo1 (o) e+ sz(

1 1 1 ~t
Zt)e—u(_i cost+ s sent+ > (1-2te
1

%(cost +sent—e™Y)

La sumade los dos primeros términos es |a solucién general de la homogénea con las condicionesiniciales.
El dltimo eslarespuesta al sistemaforzado por f(t) = cost con condicionesiniciales nulasy su gré&ficaes

1 1 1 1
Par anet ri cPl ot [{-Ec:os[t]JfESin[t]J,E (1-2t)et, S (cOs[t]+Sin[t]-e-‘)}, {t, o, 3}]

-0201 | 01020.3040.
-0.2+¢

—04|

Si e sistemaestainicialmenterelajado y le aplicamos el impulso unitario X '= AX + B§(t), X(07) =0, la
respuestaes h(t). Como L(0) =1, latransformadade h(t) es H(s) = (sl — A IB.

Més concretamente:

ha(t) Hi(s)

ho(t H
hy = | 2V y  Lh©e=He=| 2

h(t) Hn(s)
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Para X'=AX+Bf(), X(0)=0 es
Xa(t) X1(s)
xw=| "2 vy xe=| ¥ |=HeFe
Xn(t) Xn(9)

Luego Xi(s)=Hi(9 F(s) yporlotanto X(t) =hjt) = f(t) quesimbolizamos
X() = h) = f(t) y X(9)=H(s)F(9

Ademés

X© _
re = HE

Lafuncion vectoriad H(s), que eslatransformadadel impulso unitario, esjustamente lafuncion de transferencia
del sistema. Laigualdad anterior se expresa en palabras asi:

"Latransformada de la salida sobre latransformada de la entrada es igua alatransferencia del sistema'+

Nota

En launidad 1 demostramos que cada solucién de la ecuacién homogénea es una suma de vectores polinomiaes
multiplicados por exponenciales caracteristicas. Esto se puede ver también desde la expresion anterior. En efecto,
las soluciones de la ecuacion homogénea tienen transformada

2i-101(S) Xoj Xo1

_ 1y 1 , 1 | Za%i(9) Xoj . | X2
Xo(® = (sl = A Xo =~ AdiSI - A Xo = = 8 Xo=|
Z?:lqnj(s) X0 j Xon

Descomponiendo en fracciones simplesy antitransformando obtenemos las soluciones de la homogénea
que resultan ser sumas de vectores polinomiales por exponenciaes

Xo(t) = P(t) e**

donde A esunaraiz caracteristicade A y P(t) esun vector polinomial degrado < multiplicidad de A.
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ECUACION DE UNA SALIDA

Seael sistemadeorden n: Xx'=Ax+Bf(t) yconsideramosunasaidalinea y=Cx+d f(t).
Mediante la transformada de L aplace podemos hallar la ecuacion de la salida.

En efecto, transformando Laplace y poniendo las condicionesiniciales nulas, setiene:

X =6l-A7TBF( = Y©O©=CX()+dF©)=C(sl-A1BF(s)+dF(s

Lamatrizinversase caculaconlaadjunta (sl - Al= m Adj(sl - A

Multiplicando por det(sl — A)=s"+a; "1 + ...+ a, quedalaexpresion
det(sl — A)Y(s) = C Adj(sl — A) BF(s) + det(sl — A) dF(s)
Es decir, setiene
pa®=s"+a,; 8" 1+ ...+ a, polinomiodegrado n
y di=CAdsl-AB polinomiodegrado <n-1

tales que
Pa(® Y(9) =q(9) F(s) +d pa(s) F(9)

Teniendo en cuenta que las condiciones iniciales son nulas se tiene
L(Y) =SLY), L) =S LY), oy L(YW) =S L(Y)
> LlayW+..+ary' +ay)=(acs + ... +ars+ao) L(y)
L uego antitransformando obtenemos la ecuacion paralasalida
Y ra YDy ra,y=d fOm) + by V@) + .4b, (D)

Observacion.
Si lasdlidaes unade las variables, digamos y = x;, podemos aplicar directamente laregla de Cramer a sistema

(sl — A) X(s) = BF(s) paraobtener latransformada X;j(s) de y = x. Esto ocurre en el giemplo siguiente.

Ejemplo 1

En €l circuito siguiente, queremos hallar |a ecuacion de la caida de potencial en laresistencia
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El sistema que verifican las corrientesiy, i» en las bobinasy la caida de potencial en el capacitor v es

R 1
|1' _L_l 0 _L_l 11 1
i’ o o 1 i |+ ° v(t)
I = —_
2. ™ 2 0
Vc 1 1 Vc 0
c ¢ ©

ylasdidaes vg=Ri;. Latransformadade Laplace del sistemay su polinomio caracteristico son

V(i y pA(s):33+L—Rlsz+é(Lil+Liz)s+ C:Lz :

o
w
[
[~
o
I

o o ek

|
(7))

Mediante lareglade Cramer despgjamos |;:

1 1
L—1V(s) 0 ™
1 1 1
Pa® (9= det| 0 s -F _L—1V(s)[sz+C—Lz]
0 é S
Antitransformando obtenemos la ecuacion de i,
e, R 11 1)L, R . _ 1. 1
"+ L—lll + E(L_l + L—2)|1 + cLL 1= N V" () + LG V(t)
y multiplicando por R quedalaecuacion delasalida vg = Riq:
wm, Row 1(1 1)\, R . Ryu. R
VR™ + L—lvR + E(L—l+ L—Z)VR + CL—levR_ LlV ®+ cLL V(1)

Ejemplo 2

Sea el circuito delafiguraen el cual laentradaes el voltaje V(t) ylasalidaeslacaidade potencia en labobina.
Planteamos €l sistema que satisfacen i , vc ylasdida y=-vc + v(t) y transformamos Laplace.
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L e '}

|
T

1 1
L
1

i 1 s -
(v )+(L)V(t) Y L L
- c 0 —-— S+E

RC C

e)=[ e

Despgjamos V¢ por laregla de Cramer (52 + Ric S+ %)Vc(s) = % V(s)

Latransformada de la salida es: Y(9) =-Vc(9)+ V(S luego

(32 + R—lC S+ %)Y(s) = —(52 + % S+ %)Vc(s) + (32 + R—1CS+ %)V(S)

1 1 1 1
= ~1Ic V(S) + (SZ + RC S+ R)V(S) = (82 + RC S)V(S)
y antitransformando queda la ecuacién de la salida

Y+ Y+ oy =V O+ = V)

Ejercicio

En €l circuito anterior, considere como salida la corriente en labobina i .
a) Usando transformada de L aplace muestre que la ecuacion es

y"+Ricy'+%y:%V'(t)+ $V(t)

b) Para R=1Q, L=1H, C= % F, V(t)=u(t) y condicionesiniciaes nulas muestre usando

transformada de Laplace que lasolucidnes i (t) = (1 - et cost) u(t) y compruébela.

Ejemplo 3

En launidad 1 se estudi6 un sistema simplificado de amortiguacion de un movil y se obtuvo € sistema

L (0 1 0 o0 0
Y1 K b K b Y1 0
2! | [ Tm T om m || Y2
vwl=lo o o 1 |lyl|*o]|M®
K
Ya' kb _ktk b [y, 2
m m,
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Silasdidaes y=y; = x; , transformamos Laplace y despejamos por Cramer Y1(S) en el sistema

0
:1—1 s+% —% —mi 0
. "olY(9) = F(s
o o s -1 [YOF0]|O
K
won ] R
0 -1 0 0
0 s+2 kb
m m m bk Ky k
I -AY: = 1 1 1 — 2 1k \
de(s ) Ya(S) = det 0 0 S -1 (mlmz ) ©®
k_ZF(5) _L ﬂ s+£
m, m, m, m,
Ademas el polinomio caracteristico es
S -1 0 0
bog b ko _b
det(s| — A) = det| ™ S 54+(£+£)33+(k_1+ﬁ+—)82+ b o, Kk
0 0 S -1 moom mooomm mm m my
kb krk g b
m, m, m,

Antitransformando llegamos a la ecuacién del movimiento del moévil x =z, enfuncion delairregularidad del terreno
f(t) , que yafue obtenida en la unidad 1 usando los parametros de Markov,

itk | ki bk, . kik bk, |<2
g o 2] (B B Sy e 2 2 v

Ejercicio

En el circuito que sigue, use lasvariables i, vc , Yy considere como salida el potencial en la segunda
resistencia y=Ryi, .
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a) Muestre que laecuaciéon dedichasalidaes y" + (% + %) y'+ (% + RREC) y= %V‘(t)

b)SRR=R,=1Q,L=1H, C=1F, V() =1, ylascondicionesiniciaes nulas, halelasaida.
Ejercicio

En el circuito de lafigura, use como variables las corrientes en lasbobinas iy, i, y los potenciales en los
capacitores vy, Vo y considere como salidala corriente en €l primer capacitor: y=i; — i, .

Muestre que la ecuacion de esta salida es

4 R (3 ( 1 1 1 ) 2) R (l 1) ! 1 _
+ — tl——Ft =+ — + -+ = + —=Y=
y Ly ¥ GL  GL  CL y LL\CG G y LiLC G y

ERVE) 1 '
= VO(t) + e V' (t)

TABLA DE TRANSFORMADASDE LAPLACE Y PROPIEDADES



t" 2t

cosbt

senbt
et cosbt

etsenbt

&)

Int
o(t)
6" (1)
5(n)(t)

Rl 0k

—y-Ins

0 v o
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L i+ f)=cFi+cF;
L(f ) =sF(©- (0
L(ftye') =F(s-2)

LA f(®) = H"FO(9)
lims, oo F(5) =0
L(@):jj‘F(r)dr
L(fx9) =F(s) G(s)

Lft-ayuit—a) =e 2 F(9)
L(ffmdr)="2
lims,, 4o SF(S) = f(0)

limg, gSF(S) = f(+00)

L(fp0) = = [T e stat



