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1. Resolucion de ecuaciones diferenciales lineales mediante transformada de Laplace.
Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales usando transformada de Laplace.

(a)

242 =1
z(0) = —1
7'(0) = 2

Aplicando la transformada de Laplace a ambos miembros se obtiene
1
2X(s)+s—24+2sX(s)+2+ X(s) =—
S

1
X(s)(s*+2s+1)+s5=—~
s

1—s2

X(8)=———F"—=
() s(s2+2s+1)
Los polos de X (s) son s =0y s = —1 doble, entonces la descomposicién en fracciones sim-
ples es
A B C

§+s+l+(s—|—1)2

Operando se obtiene la siguiente expresion para el numerador.
A(s+1)>+Bs(s+1)+Cs=1—s*

Para obtener los valores de A, B, C se opera algebraicamente teniendo en cuenta que la expre-
sién anterior es una igualdad entre polinomios, en este caso de grado 2. Se llega a los siguientes

resultados
A=1
B=-2
C=0

Con estos valores la transformada de Laplace X(s) queda

1 -2
X(S):g+s+1
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Regresando a la variable temporal, la solucién de la ecuaciéon queda
z(t) = (1 —2e u(t)

Tenemos dos formas de verificar la solucién. Una es reemplazar x(¢) en la ecuacién diferencial
y verificar el resultado y la otra es utilizar el comando de ’dsolve’ de MATLAB

>> x=dsolve ('D2x=-2+Dx-x+1’,'x(0)==-1","'Dx(0)=2")

X
=1 -2xexp(-t)

Para graficar la solucién encontrada se utiliza la siguiente cadena de comandos

t=0:0.1:5; %FIvector de tiempo (e= un vector de 0 a 5 con paso de 0.1)
Xx=l1-2%eXp(-t);%expresion a graficar
plot (t, X)) Fcomando de ploteo

(b)
2+ 2 =2
z(0)=0
2'(0) = -1

Nuevamente se aplica la transformada de Laplace a ambos miembros y se obtiene

X(s)(s*+2s+1)+1=

s+2
1—(s+2)
X =
Ol P P g
—(s+1)
X =
)= G121 0)
Observemos que los polos de X (s) son s = —2y s = —1 doble, por lo tanto puede cancelarse
un polo en s = —1 con el cero de X(s). Entonces la descomposicion en fracciones simples es
A B
X =
() s+2 * s+1

Operando se obtiene la siguiente expresion para el numerador.

A(s+1)+B(s+2)=-1
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Trabajando sobre la igualdad para despejar A y B se llega a

A=1
B=-1

Con estos valores la transformada de Laplace X(s) queda

X(s) = —

1

s+2 s41

Regresando a la variable temporal, la solucién de la ecuacidon queda

z(t) = (e — e Hu(t)

2016

Para verificar la solucién encontrada, se utiliza el comando de ’dsolve’ de MATLAB pero con
algunos agregados mds con respecto al problema anterior.

>> syms t;

x=dsolve (' D2x=-2xDx—x+texp (-2xt)’,’'x(0)

exp (=2*xt)x(t + 1)
>> simplify (x)

ans =

exp (=2*t) - exp(-t)

- txexp (—2+*t)

El grafico de la solucién se muestra a continuacion

0

0’,’Dx(0)=-1")

- exp(-t)

-0.05 '|

0151 |

025 e

0 1

Recordar la condicién inicial 2'(0) =

se observa en el gréfico.

2. Derivada de la transformada.

Los siguientes ejercicios se resuelven aplicando la propiedad de la derivada de la transformada,

indicada en el Apunte de clase como L4.

7 8

1, indicador de que la variable esta decreciendo, como
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(a) Calcular la transformada de Laplace de

n!

ft) =

Transformando la expresion utilizando la propiedad se obtiene

F(s)—(_l)n< ! )W

s—a
Si se calculan las derivadas primera, segunda y tercera de ﬁ se obtienen

1
F(s) = —1-——— (Derivada Ira)

(s —a)
(s) = ;(5—2a)3 (Derivada 2da)
-1 - .
F(s) = 6 (_a) (Derivada 3ra)

Se ve que responde a la forma

(b) Calcular la TL de

ft) =te(t) y g(t) = te"u(t)
Primero se debe encontrar la transformada de Laplace de e(t) calculando por definicién, es decir

E(s).

_1—6_8

Bls) = ~—

Luego aplicar la propiedad

F(s) = —1 (1 56_8>/

F(s) = 1-e?(s+1)

g2

Para g(t) se procede de la misma forma

G(s) = (-1) (il)

1
e

Se comprueba con la tabla de transformadas que el resultado es correcto.

3. Transformada de exponenciales complejas.
Resolver las siguientes ecuaciones utilizando la TL.
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(a)

"+ 2 +x=e"tcost

z(0) = —1

2'(0) =2

Primero se aplica la transformada de Laplace a ambos miembros
s+1
X 2 )-s—-1= " ———
(s)(s*+s+1)—s CESVEES
s+1

X(s)=|—— 1| ——

() (s+1)2+1+5+ s2+s+1

(s+1)[2+4 (s +1)?]
(s2+s+1)[(s+1)2+1]

X(s) =

Es necesario buscar los polos de X (s) para saber de qué forma descomponer en fracciones
simples. Por inspeccién de la tabla de transformadas, sabemos que el factor [(s + 1)% + 1] viene
de una expresién con e sen(bt) y/o e™ cos(bt). Es necesario encontrar entonces las raices de
s2+s+1.

En este caso ejemplificaremos como encontrar las raices de un polinomio con el comando
roots() de MATLAB. Dentro de los paréntesis deben colocarse los coeficientes del polinomio
en orden descendente de potencias, dentro de corchetes y espaciados.Es decir si el polinomio
fuera s2 + 3s + 4 los coeficientes serfan [1 3 4]. En nuestro ejemplo, [111].

>> roots ([1 1 1])

ans =

-0.5000 + 0.86601
-0.5000 - 0.86601

Los polos estan ubicados en s = —% + z@ ys= —% - z§ Por ser complejos, sabemos que

al antitransformar aparecerdn expresiones de la forma e® sen(bt) y/o e cos(bt).
La descomposicién en fracciones simples queda de la forma

A(s+1)+B  C(s+1)+D¥
(s+1)2+1 (s+3)2+3

Operando sobre el numerador se obtiene la igualdad
1\* 3 1 3

2 2
Para despejar las constantes se remplaza s por valores arbitrarios adecuados, que simplifiquen
los célculos. Con s = —1 + ¢ se obtiene

X(s) =

[A(s + 1) + B] + [(3—1—1)2—%1} = (s+1) [2+ (s + 1)?]

. 1N 3
(Ai+ B) —5—1—@ +1 =12+ (i)7]
(Ai+ B)(—i) =i
Ai+ B =-1
A=0
B=-1
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Reemplazando s = —% + z@ se obtiene C' = 1y D = /3. Entonces
-1 (s+3)+ \/§§
X(s) = 2 T 3

(s+1)2+1 (s+35)2%+7

Antitransformando se tiene la solucién en el dominio del tiempo.

3 3
z(t) = —e 'sent + e 2! (cos \2[75 + /3 sin {t)

(b)
2" 4 32" + 22 = e 'cost
z(0)=0
2'(0) =0
Primero se aplica la transformada de Laplace a ambos miembros
s+1
X(s)(s*+3s+2) = ————
()" 435+ = 997
s+1

X = I+ 5512

Notar que s + 35 + 2 = (s + 2)(s + 1). Entonces puede realizarse una cancelacién cero-polo.

1

X(s) = (s+1)2+1(s+2)

Los polos estdn ubicados en s = —% + z§ , 8= —% — z§ ys=—2.

La descomposicién en fracciones simples queda de la forma
A B(s+1)+C
s+2  (s+1)2+1

X(s) =
Operando sobre el numerador se obtiene la igualdad

As+2) [(s+1)?+1] +[B(s+1)+C) (s +2) =1
Remplazando s = —1 41

(Bi+C)(1+4i) =1
Bi+C—-B+Ci=1

B+C=0
B-C=1
1 1 1
B—=—__: —— A= _:
2’ ¢ 2’ 2’
La solucién X (s) y su antitransformada z(t) resultan

B 1 1-(s+1)
X(S)_2<s—|—2 (8+1)2+1)

2(t) = B (72 + et (sent — cos t))} u(t)

Verificando de forma rdpida con dsolve() y graficando la solucién
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>> x=dsolve ('D2x=-3xDx—-2xxtexp (-t)*cos(t)’,’x(0)=0","Dx(0)=0")

exp (=2*t) /2 + exp(-t)*sin(t) - (exp(-t)=*(cos(t) + sin(t)))/2

t=0:0.1:10;

x=exp (—=2*t) /2 + exp(-t).*xsin(t) - (exp(-t).x(cos(t) + sin(t)))/2;

figure (1)
plot (t, x)
set (gcf,’Color’,’'w’)

ooer | \
0.04 | \

0.02 ]

-002°

()
'+ 22 + 2=t
z(0)=0
2'(0) =1

Aplicando la transformada de Laplace a ambos miembros

1
X(s)(52—|—25+2)zs—2—|—1

2
sc+1
X)) =———"—
(s) s2(s?2 +2s+2)
Los polos son s = 0 (doble) y s = —1 4+ 4, s = —1 — 4. Por lo tanto la descomposicién en

fracciones simples es

A B C(s+1)+D
X(s) = =+ = A
(5) s T (s+1)2+1

Operando sobre el numerador se obtiene la igualdad

As[(s+1)?+1]+B[(s+1)*+1] +[C(s+ 1)+ D]s* =s* +1

Remplazando s = —1 + ¢
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(Ci+D) (14142 =(-1+i)?+1
(Ci+ D)(—2i) = —2i+1
2C —2i1D = —-21+1
1
C=-
2
D=1
Remplazando s = 0
1
B=-
2
Remplazando s = 1
A=—1
2
La solucién X (s) queda entonces de la forma
-1 L i+ +1
X(s)= 2,2 2
() s +32+(5+1)2+1
O sea que z(t) es
1 1 1
x(t) = [—2 + §t +et <2 cost + sin t)} u(t)
Verificando de forma ripida con dsolve() y graficando la solucién
>> syms t;
>> x=dsolve ('D2x=-2+Dx-2*x+t’, "' x(0)=0",'Dx (0)=1")
X =
t/2 + (exp(-t)*cos(t))/2 + exp(-t)*sin(t) - 1/2
457 w T T w T . T T ]
4 s
3.5 /
3 ///
2.5
= /
2 /
15F
1
05F e
N4 _
0 1 2 3 4 5 5] 7 8 9 10
t
4. Otras transformadas para las cuales es itil la propiedad de la derivada. (L4)
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(a) Transformadas de £[tsent u(t)]y L[t cost u(t)]

Calcular por definicion estas transformadas
vamente la Propiedad 4 (14).

(¢ sen t)u(t) = (1) (821&/ _
(¢ costhu(t) = (—1) (3211) _

Polos doble complejos

(b)

puede ser complicado, por eso se va a utilizar nue-

( 1)' —2s B 2s
|(s24+1)2]  st4+2s241
(-1) [s2+1—-2s%] ¥ —1
| (s2+1)2 | st42s241

Primero es necesario hallar la transformada de las exponenciales complejas y luego se apli-
cala Propiedad 4 (L4)de derivada. Las transformadas de las exponenciales resultan

(atib)t| _ (s—a)+ib
< [6 ] (s —a)?+b?
(a—ityt] _ (s —a)—ib
< [e ] (s —a)?+b?

Al aplicar la propiedad de derivada

atity (s —a)+ib " _ (s—a)? — b+ 2ib(s — a)
(1) g [telerr] :(_1)((s—a)2+b2> T G_at

ait)i (s—a)—ib\' _ (s—a)>—b*—2ib(s —a)
2 £ {te( b)} =(-1) ((s—a)2+52> - (s — a)? + b2)?

Teniendo en cuenta que

telatid)t 4 po(a=ib)t _ gpeat g pt

telatid)t _ po(a—ib)t _ gipoat oo bt

De la linealidad de la transformada de Laplace se deduce que

L[te™ cos bt] = % (2 [te(““b)t} + £ [te(a*ib)tD

£[te™ sen bt] = _72 (Q [te(aﬂ'b)t} _

Entonces sumando (1) + (2) se obtiene

@ [te(a—ib)tb

1[2(s—a)?—2b° 1 T92(s — a)2 — 202 + 4b2 — Ap2
Lte™ cosbt] = = (sa)I)Q] = [ (s —a) b” + bz b
2 [[(s —a)? + 0% 2 [(s — a)2 + b?]
1 [2(s—a)* +20* - 4b2}
2L [(s—a?+0
_if 2 B 4p? }
2| (s—a)2+b? (s — )2 + b2]°
1 2b?
£[te™ cos bt] = _
| ] (s—a)?+b (s —a)?+ b2
Ahora realizando (1) - (2)
—4ib(s — a) 2b(s — a)

£[te™ sen bt] =

7|

[(s — a)? + b7

]_

[(s — a)? + b7
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(c) Deducir la transformada
£ (e“t sen bt — the® cos bt)

Como ya se conocen las transformadas de los dos términos, solo es necesario restarlas, es decir

1 2b2

£ (e senbt — the™ cosbt) = ———————— — b -
(" sen e® cosbt) (s —a)? + b2 (s—a)?2+b  [(s—a)?+b2]?

b[s — a)? + b?] — b[(s — a)? + b?] + 2b3
N [(s —a)2 + b2

203
[(s — a)? + b7

5. Transformada de @ (Propiedad L6)
Hallar las siguientes transformadas y verificar que cumplen con la propiedad de anulacién en infinito.

(a)
1 —cost > /1 r
s(t):/s (r_TQ—i—l)dr:

Es necesario integrar por sustitucién el segundo término. Llamando v = 72 + 1, se obtiene
dr = 4 sellegaa

o
- dr = lim lnrlm—1 In(r*+1)["| = lim lnr\m—lln(ﬂ—i—l)‘m
. r o241 T o s 9 s |7 mooo s 92 s
2+1
S A A L
S m—00 m2 + 1

El limite planteado es

lim IHL =Inl=
m—00 ’I?’L2+1

Entonces, remplazando

2(1—cost>:1n s2+1
t S
Verificacion de la propiedad L5: Anulacién en infinito

_ 2
lfm s(ltmt) i m YT

S—00 S—00 S

(b)
1—et * /1 1 ,
2( ; > —/S <r — T+1>dr—n}gnoo[lnr\gn— In(r+1)|}"]
S
= lim In —In
m—oo  m+ 1 s+1
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Resolviendo el limite

lim In =Iinl=0

m—oo m+ 1

Entonces la solucién es

1—et 1
£< : )z—ln5+ln(s+1):lns+

S

Verificacion de la propiedad L5: Anulaciéon en infinito

Lt
h’m£<1 te ):h'mmSH:o

§—00 S—00 S

6. Atraso en el tiempo (Propiedad LS8)

Resolver
(a)
¥z =ult)—2ult—1)+ut —2)
z(0) =1
1 25 2%
X(s)—1+X(s)=—-—
sX(s) + X(s) . . + S
1 2% 7% 1
X(s) = [ — + + 1]
S S S s+ 1
s+1 25 e 2 1
X(s) = —
(s) [ s s * s ]s+1 (+)
1 2e~5 —2s
X(s) = e e

_;_s(5+1)+8(8+1)

En este paso es necesario separar en fracciones simples. El término % tiene antitransformada de
tabla (u(t)). Los otros dos términos deben separarse como sigue

A B

s+s+1

Obsérvese que los factores e y e~ 2% aparecen como consecuencia de desplazamientos en el
tiempo, por lo que no deben ser considerados para la descomposicién en fracciones simples.

e 2s s 2z
, y a la expresion

. , ., . . 1
Es decir, para saber de qué funcién proviene SGED) S€ antitransforma G

obtenida se le aplica el atraso de dos unidades en el dominio del tiempo.

A(s+1)+Bs=1

A+B=0
A=1
B=-1
1 1 1 1 1
X ——_9|Z_ —S - —2s
(s) s L S+1:|e +L s+1]6

z(t) = u(t) — 2u(t — 1)+2e " Vu(t — 1) +u(t —2) — e 2Du(t — 2)

Vamos a graficar x(t) usando Matlab. Graficar en funcién de ¢ puede volverse complicado de-
bido a que las funciones como u(t) no estdn predefinidas en Marlab y entonces es necesario

INGENIERIA EN AUTOMATIZACION Y CONTROL INDUSTRIAL Paginal1 de 20
UNIVERSIDAD NACIONAL DE QUILMES



Matematica Avanzada

Unidad 3-Problemas

2016
crearlas. Vamos a utilizar un conjunto de librerfas contenidas en el Toolbox de control. Apro-
vecharemos las propiedades de convolucidn para separar X(s) y crear una funcién G(s) que
puesta.

represente al sistema y sus condiciones iniciales para luego aplicarle la U(s) y simular su res-
Si se oberva la ecuacién marcada con (**), puede deducirse que
s+1 275 e % 1 s+1 27 e )1
X(s) = - + = - + -
s s s |s+1 s+1 s4+1 s+1]s
Esto puede verse también como X (s) = G(s) U(s). Matlab posee un comando step() que

simula la respuesta al escalén unitario u(t). Es necesario definir G(s) y aplicarle el dicho co-
mando. Todo esto se logra con el cédigo detallado a continuacion.
clear all

close all
clc

s=tf(’'s’)

%$Crea una variable s de tipo tf (transfer function)
num=s+1-2xexp (-s) texp (-2%*s) ;
den=[1 1];

$numerador de G(s)
G=tf (1,den) »xnum;

$denominador de G(s).[1l 1] es s+1
$crea G(s)
step (G) $simula respuesta al escaldn, U(s)G(s)
set (gcf,’Color’,’'w’) %$color de fondo del grafico
Step Response
1.2 . ' r ,
3 m—
1
1
0.8 \
£ Illl
fab] |
= 1
= \
= I |
&
T

5 G T
Time (seconds)
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(b)
2"+ 22+ 2z = wu(t) —u(t —1)
z(0)=0
Z'(0) =0
1 e°
X(s)(s*+2s4+2)=-—
(s)(s” +2s5+2) S S
1—e™* A B 1)+C
X(s)= - = |4 BEEDH T
s(s?+2s +2) s (s+1)2+1
A[(s+1)2+1]+Bs(s+1)+05:1
Remplazando con s = 0y s = —1 + ¢ se obtiene
A=
_ !
2
1
2

Liga 1
xor= [ fF 0
2(t) = {1 - % e~ (cost + sen )] } u(t) — {1 _ % [0 (cos (¢ — 1) + sin (¢ — 1)) } u(t — 1)

La solucidn graficada utilizando el Control toolbox se muestra a continuacién

Step Response

Amplitude

0 1 2 3 4 5 6 7 B

Time (seconds)

7. Transformada de primitivas (Propiedad 19)
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t
Comprobar la igualdad £ ({ 6(7‘)d7’) _ 1262—s'

Esta igualdad se deriva de la propiedad L9, ya que

1—e*

S

L(et) =

Entonces, aplicando la propiedad citada,

£ /e(T)dT = £(e(t)) = 1_2675

Para verificarla, primero hay que resolver la integral f 7)dT y luego transformarla por definicién.
0
Entonces,

t
7)d st 0<t<1
= si t>1
0

La transformada de Laplace de dicha funcién queda

L s tefst 1 efst 1 efst 0
—st —st _ _ _
/te dt+/e dt = . = .
0 1 0 0 1
e s e f n 1 n e’
s 52 52 s

Se verifica asi la Propiedad L9.

8. Ecuaciones de Convolucion

¢
(@ z(t)=1— [z(r)(t — 7)dr
0
Primero aplicamos la transformada de Laplace a ambos miembros y operamos para despejar

X(s), y antitransformamos. Es decir

X(s) = -~ X(s) 5
X(s) (1—1—;)22
s2+1

Para verificar es necesario reemplazar z(t) en el miembro derecho de la ecuacién a)

t t

t t
/az )(t —T)dT = /COST (t—T7)dr=1-— /tCOSTdT—/TCOSTdT
0 0

0 0
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Es necesario integrar por partes (la segunda integral). Llamamos v = 7,du = dr,dv =
COST,v = —senT y se obtiene

¢
1- /fc(T)(t —71)dr=1-— [tsen7'|6 — Tsent|) — COST|6]
0

=1—[tsent —tsent — cost + 1]
= costu(t) = x(t)

(b) z(t) = sentu(t) + z(t) * u(t)
Transformando por Laplace ambos miembros se obtiene

s—1 1
X(S)( s >:52+1
X(s) = i

(s2+1)(s—1)
separando en fracciones simples

As+ B C
X(s) = s2+1 +s—1

Remplazando s = 0 se obtiene B = C'y con s = ¢ se obtiene

A(@) (i — 1)+ Bi—1) =i
A(—=i—1)+B@i-1)=i

—A-B=0
—-A+B=1
1 1 1
A:—f‘ == - —
2’ 2’ ¢ 2
1[—-s+1 1
X(s) ==
(s) 2|:82+1+S—1:|
1
x(t) = B (sent — cost + ") u(t)

Para verificar la solucién, reemplazamos z(t) y realizamos la convolucion.

¢
1
x(t) *xu(t) = /(senr —cosT+e")dr = = (—cosT[h — senT|) +e7|})

N =

(— cost —sent + et)

0
1
— — S t— = —
( cost+1—sent+e 1) 5

(sent — cost + et)> u(t) = x(t)

N =

1
2
1
sentu(t) + x(t) * u(t) = <sent + 3 (—cost —sent +e') =

Ecuaciones de Deconvolucion
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(a)

x(t) xsent =t
1 1

Aclaracién: Una funcién de transferencia con polinomios del mismo grado en el numerador y
denominador viene de una funcién generalizada. Por eso X (s) se separa en términos y de esa

forma se halla su antitransformada.

Verificamos
¢ t
x(t) *xu(t) = /sen To(t — 7)dT + /sen T(t —7)dr
0 0
¢ ¢
=sent +1t / sentdr — | TsenTdr
0 0
=sent + [—tcosT[) — (= Tcos 7|l + senlp)]
=sent + (—tcost +t+tcost —sent)
x(t) *xu(t) =
(b)
z(t) *u(t) = te™
1 1
X(s)= =
(s)s (s+1)2
s
X(s) =
A B
X —
PRSI RN RN

Remplazando s = 0 se obtiene A = —B. Remplazando s = 1 se obtiene A =1y B = —1,

por lo tanto X (s) y z(t) son

1 1
X = o T e
z(t) = (e7" —te ") u(t)
Verificando
x(t) xu(t) = / (e7T—7eT)dr=—¢" g - (*TG_T“; fe_T|
0
=te!

(t) * u(t)

*

t

0> =1—¢et— (fte_t —e by 1)
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(c)

cost x z(t) = u(t)
_5
s2+1

x(t) = d(t) + tu(t)

Verificando
t t t t
x(t) * cost = /COST(S(t —T7)dT + /COST(t — 7)dT = cost + t/COST - /TCOST
0 0 0 0

u=7T; du=dr; v=cosT; dv=senr;
= cost + tsenTly — (Tsenﬂé - cos7‘|6)
=cost+tsent —tsent —cost + 1
x(t) * cost = u(t)

9. Sistemas de ecuaciones lineales y transformada de Laplace
Resolver el siguiente sistema de orden 2 mediante TL.

-1 -2 1

Transformando a ambos lados se obtiene

(sI —A)X(s) —x(0) =B U(s)
s+1 2 1 1

Despejando se obtiene X (s) = (sI — A)~![x(0) + B U(s)]. Es necesario entonces calcular el
polinomio caracteristico y la matriz adjunta de (s — A).

P(s)=(s+ 1) +4

s+1 2 s+1 =2
adj(sI — A) = =
-2 s+1 2 s+1

Entonces X (s) = %@;A) [z(0) + B U(s)]. Remplazando con los valores correspondientes se ob-
tiene
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1 [ /s+1 =2 1 s+1 =2 1
X(s) = + U(s)
PG\ 2 s11) \o 2 s+1) \~1
X0 1 s+1 N s+3 1
s) = -
PG\ 2 —s+1) °
r /s(s+1)+s+3 5242543
X( ) 1 s 1 s
S fry prd
P(s) 2s5—s+1 P(s) s+1
- S S
s2+25+3
Xi(8)= ———— =
1(5) s[(s+1)2+4]
s+1
Xo(s) = ————
2(s) s[(s+1)2+4]

El paso siguiente es separar en fracciones simples. X; y X5 tienen el mismo modelo representado
por un escalén, un seno y un coseno.

_ A B(s+l)+20

X
) =5+ 34
D  E(s+1)+2F
Xo(s)=—+ ———-FHF5——
28) =T+ 4
Analizamos X (s), remplazamos s = —1 + 2i

Al(s+1)°+4] +sB(s+1)+20s=s*+25+3
B(—1+ 20)(20) +2C(=1+2i) = (=14 20)% + 2(—1 + 2i) + 3
B(—2i —4) + C(—2 + 4i) = —2

Igualando miembro a miembro parte real e imaginaria se tiene

(im) —2B+4C =0
(re) —4B—2C = -2

Del sistema anterior se obtiene C' = : y B = % Con s = 0 se obtiene A = % Entonces

1
5
3 Z(s+1)+24

X, (s)— 5 4 B 5
1(s) s + (s+1)2+4

3 2 1
z1(t) = = et 5cos2t+ 5sen2t

Realizando el mismo procedimiento con X(s), es decir D [(s 4 1)® 4 4] +sE(s+1)+2F's = s+1,
se obtienen
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1
D=—-
)
1
E: —g
2
F==
5)
1 1 2
Xp(s) = & 4 T3 D423
s (s+1)2+4
1 1 2
xo(t) = R et ~F cos 2t + gsen2t

Se puede comprobar que x1(t) y x2(t) verifican las condiciones iniciales x1(0) = 1y z2(0) = 0.
Los gréficos de las soluciones se muestran a continuacion

\ x1(t)
091 3 — 2 |

0.8
0.7

L
0.6 "\ /————_._____

0.5

Soluciones

0.4

i =,
0.3 \
0.2 T
0.1

o

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo

Resolucién con MATLAB:A continuacién se listan los comandos necesarios para encontrar X (s)
y X2(s). Luego los resultados

%$Defino matrices y condiciones iniciales
A=[-1 -2;2 -1];

B=[1;-1];

x0=[1;01];

s=tf(’'s");
F=1/s;

%Calculo y muestro las funciones. El comando minreal simplifica.
%eye (size(A)) es una matriz identidad del tamano de A

I=eye(size(A));
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inversa=inv (s*I-A);
X=minreal (inversax* (x0+B*F))

X =

From input to output...
s"2 + 2 s + 3

Continuous—-time transfer function.

INGENIERIA EN AUTOMATIZACION Y CONTROL INDUSTRIAL
UNIVERSIDAD NACIONAL DE QUILMES

Pagina20 de 20



